PER-ERIK MALMNAS

Allais paradox och maximering av forvdntat vdrde

Det ér en allmént spridd uppfattning att Allais paradox (se Allais och
Hagen 1979 sid 89 f eller Allais 1953 sid 527) visar att vissa vil éver-
végda val som individer 6nskar gora inte dr férenliga med att de alltid
oOnskar vilja det handlingsalternativ som har hégst forvintat virde och
att principen att man i varje valsituation bér vilja det alternativ som
har hogst vintevirde dérfor dr orimlig. I denna not imnar jag diskutera
rdckvidden hos Allais paradox och mer precist soka visa att denna 4r
timligen begrinsad eftersom det val som de flesta anser som rimligt
i Allais exempel mycket vil later sig férenas med att man maximerar
det forvantade virdet.

1. Allais paradox
Betrakta f6ljande tv valsituationer:

Val 1. Vilj mellan lotteri A och lotteri B, som bida innehéller ett
dndligt antal lotter.

Lotteri A: Pr(1) = 1.

Lotteri B: Pr(0) = 0,01; Pr(1) = 0,89; Pr(5) = 0,1.

Lottpris i bdda lotterierna: 0 kr.

Val 2. Vilj mellan lotteri C och lotteri D, som bdda innehaller ett
dndligt antal lotter.

Lotteri C: Pr(0) = 0,89; Pr(1) = 0,11.

Lotteri D: Pr(0) = 0,9; Pr(5) = 0,1. he

Lottpris i bdda lotterierna: O kr.

Hir dr Pr(x) lika med sannolikheten att vinna x gdnger en viss penning-
summa. I originalexemplen dr vinsterna ansenliga: 1 = 100 miljoner i
nigon enhet (a a sid 89) eller 1 = 0,5 miljoner $ (Hagen 1969). Det ir
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darfor rimligt att antaga de flesta skulle tinka sig for noga om de hade
turen att hamna i nigon av dessa valsituationer.

Om négon ldsare forundras dver den ovanliga relationen mellan
lottpris och vinster, s& forklaras denna av att i den ursprungliga for-
muleringen s& handlar det inte om ett valproblem utan i stillet om att
besvara féljande tva frdgor om preferenser.

Frga 1. Foredrar du situation A framfér situation B?
Situation A:
— att med sdkerhet f4 100 miljoner.
Situation B:
— att med 10% sannolikhet f& 500 miljoner,
— att med 89% sannolikhet fi 100 miljoner, och
— att med 1% sannolikhet inte f& nagot.

Friga 2. Foredrar du situation C framfor situation D?
Situation C:
— att med 11% sannolikhet f4 100 miljoner, och
— att med 89% sannolikhet inte f4 ndgot.
Situation D:
— att med 10% sannolikhet f& 500 miljoner, och
— att med 90% sannolikhet inte & ndgot.

Det ursprungliga problemet gillde siledes snarare vilka av dessa
preferenser som 4r férenliga med att man av tv4 alternativ foredrar det
som har hogst vintevirde. Lotteriversionen av Allais paradox finns
dock redan i Savage (1954) och har sedan dess av littforstadda skl
varit den dominerande.

Om en person nu skall vilja mellan A och B och mellan C och D
och samtidigt vid bida valen &nskar vilja det alternativ som har hogst
forvintat virde, si kan han resonera pa foljande sitt: LAt V(x) vara det
vérde som utfallet x har f6r mig vid valtillfillet. D4 giller:

A:s vintevirde (Ey(A)) = V(1),

Ey(B) = 0,01-V(0)+0,89-V(1)+0,1-V(5),
Ey(C) = 0,89-V(0)+0,11-V(1), och
Ey(D) = 0,9-V(0)+0,1-V(5).

Med utgingspunkt frin detta kan man lLitt rikna ut att Ey(A) > Ey(B)
omm 0,11-V(1) > 0,1-V(5)+0,01-V(0), vilket i sin tur giller omm
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0,11-V(1)+0,89-V(0) > 0,1-V(5)+0,01-V(0)+0,89-V(0), vilket i sin tur
giller omm E,(C) > Ey(D). (Uttrycket "omm” 4r hir den vanliga for-
kortningen av "om och endast om”.) Alltsd kan jag, om jag onskar
vilja det alternativ som har hogst vinteviérde, inte vilja A och D.

Vid enkiter (se t ex MacCrimmon och Larsson 1979) har det dock
visat sig att de flesta personer foredrar A framfér B och D framfér C
och att de héller fast vid detta val dven sedan de fitt reda pi att de di
inte har valt enligt principen att maximera véntevirdet, och ndr t ex
Savage (Savage 1972 sid 102 f) insig att han méste #ndra sig, s var
han tvungen att tdcka retritten dels genom ett vanstillande av
exemplet (Hagen 1972) dels genom ett cirkulédrt argument (Savage an-
vinder sig av "the sure-thing principle” nir han skall argumentera for
“the sure-thing principle™.) Dirfoér har Allais paradox for de flesta,
inklusive mig, framstétt som det bista exemplet p4 att man inte alltid
bor vilja det alternativ som har hogst vintevirde.

2. Diskussion av paradoxen

Trots att Allais paradox férefaller s enkel och klar kan det finnas
anledning att ndrmare skirskada p vilket sitt den uppstér. Forst kan
man dé friga sig om det #r tidnkt att de hypotetiska valen skall ske vid
samma tillfille eller vid olika tillfillen. Om de skall ske vid olika
tillfdllen, sd #r det inte givet, ja inte ens naturligt, att samma vérde-
funktion anviinds. Ty vi ténker oss att en persons vérdefunktion i
allménhet ir beroende av hans aktuella tillgdngar och eventuellt av hur
dessa har varierat under hans tidigare liv. Men om inte samma
virdefunktion anvinds, sd behover naturligtvis inte nigon paradox
uppstd. Om valen & andra sidan skall ske vid ett tillfdlle, s& &r
beskrivningen ovan av utfallen inte invindningsfri; ty en korrekt
beskrivning av dem bor snarare se ut pa foljande sitt:

Vilj ett lotteri ur grupp 1 och ett lotteri ur grupp 2.
Grupp 1: lotteri A, lotteri B.
Grupp 2: lotteri C, lotteri D.

Detta ger fyra alternativ som vi limpligen kallar AC, AD, BC och BD
och som har f6ljande utfall:

AC: Pr(1) = 0,89; Pr(2) = 0,11.

AD: Pr(1) = 0,9; Pr(6) = 0,1.
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BC: Pr(0) = 0,0089; Pr(1) = 0,7932; Pr(2) = 0,0979; Pr(5) = 0,089;
Pr(6) = 0,011.

BD: Pr(0) = 0,009; Pr(1) = 0,801; Pr(5) = 0,091; Pr(6) = 0,089; Pr(10)
=0,01.

Att vid samma tillfdlle vilja A i val 1 och D i val 2 svarar mot att
vilja AD i detta val, och Allais problem transformeras till frigan om
det dr mégjligt att vilja AD och samtidigt vilja det alternativ som har
hogst véntevirde. Det visar sig d& att Allais problem pd ett naturligt
sdtt genererar tre olika frigor, namligen frigorna (a), (b) och (c)
nedan. (Som kommentar till dessa fragor kan f6ljande behdva pépekas.
R stir som vanligt for klassen av reella tal. Det giller for alla
funktioner V: R—R att E(A) > E(B) omm E(C) > E(D). I frdga (c)
kan den som Onskar ersitta villkoret p4 V med att dV/dx > 0 och att
d*V/dx? < 0. P4 s4 siitt blir ju V en normal utilitetsfunktion.)

(a) Finns det en funktion V: R—R sidan att E,(AD) > Ey(AC), Ey(AD)
> Ey(BC), och Ey(AD) > Ey(BD)?

(b) Finns det en strikt viixande funktion V: R—R sidan att E,(AD) >
E\(AC), E\(AD) > Ey(BC), och E\(AD) > E(BD)?

(c) Finns det en strikt vixande funktion men med strikt avtagande
Okningstakt V: R—R sidan att E,(AD) > E,(AC), E(AD) > E\(BC),
och Ey(AD) > E(BD)?

Vi skall visa nedan att (c) kan besvaras jakande och att ett val av AD
dérfor mycket vil 1ater sig férenas med att folja principen om att vilja
det alternativ som har hogst viintevirde. Det kommer ocksé att visa sig
att ett val av AD dr forenligt med ett accepterande av i stort sett alla
axiomsystem for férvintad nytta som har formulerats. Allais paradox
tycks ddrfor inte ha alltfor stor rickvidd och den kan dérfér knappast
anvindas som ett argument for att man inte bor vilja det alternativ
som har hogst véntevirde.

3. Losning av Allais problem

Svaret pa friga (b) 4r ja omm det finns en funktion V sidan att
(i) EWAD)-E(AC) > 0,

(ii) Ey(AD)-E\(BC) >0,

(iii) E\(AD)-E((BD) > 0, och
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(iv) V(10) > V(6) > V(5) > V(2) > V(1) > V(0).

Detta giller i sin tur omm

i) 0,1-V(6)+0,9-V(1)-0,11-V(2)-0,89-V(1) > 0,

(i) 0,1-V(6)+0,9-V(1)-0,011-V(6)-0,089-V(5)-0,0979-V(2)-
0,7932-V(1)-0,0089-V(0) > 0,

(iii) 0,1-V(6)+0,9-V(1)-0,01-V(10)-0,089-V(6)-0,091-V(5)-0,801-V
(1)-0,009-V(0) > 0, och

(iv) V(10) > V(6) > V(5) > V(2) > V(1) > V(0).

For att ange en sidan funktion, sitt forst V(10) = 1 och V(0) = 0. D4
i 0,1-V(6)-0,11-V(2)+0,01-V(1) > 0,

(i) 0,089-V(6)-0,089-V(5)-0,0979-V(2)+0,1068-V(1) > 0,

(iii) 0,011-V(6)-0,01-0,091-V(5)+0,099-V(1) > 0, och

@iv) 1>V(®)>V(®B)>V2)>V(1)>0.

Sitt sedan V(6) = 1-g,, V(5) = V(6)-¢,, V(2) = V(5)-¢,,V(1) =
V(2)-¢,, dir 0 < €,,...,6, < 1 och 0 < g,+&,+€;,+¢, < 1. D4

i) 0,1-e,40,1-,-0,01-¢, > 0,

(ii)  0,0089-0,0089-¢,+0,0801-€,~0,0089-¢,~0,1068-¢, > 0, och

(iii) 0,009-0,019-g,-0,008-¢,~0,099-€,-0,099-€, > 0.

Vi ser alltsd att om max(g,.€,,65,€,) < 0,04 och g, < 10-(e,+¢5), sé
finns det en funktion med de dnskade egenskaperna.

Vidare ser vi att de villkor som €,,..., € maéste uppfylla ir
forenliga med att V:s okningstakt ér strikt avtagande. Dessutom kan
vi (se t ex Malmnds 1994) konstruera system S som innehéller
lotterierna AC, AD, BC,och BD, som uppfyller Savages axiom och
som &r sddana att AD > AC, AD > BC och AD > BD. Slutligen kan
motsvarande konstruktioner utforas for alla system som behandlas i
Malmnis 1990.

4. Kdnslighetsanalyser

Det kan vara instruktivt att studera i vilken utstrickning resultatet i
avsnitt 3 dr beroende av de valda priserna och sannolikhetsvérdena.
Om vi forst betraktar priserna, sd ser vi att vi kan utgd frin
U(0),...,U(10), dir U ir en godtycklig strikt vixande funktion, om vi
ndjer oss med ett jakande svar pé friga (b). I s4 fall &r alltsd resultatet
i mycket liten utstrdckning beroende av de valda priserna. Om vi
dessutom Onskar besvara friga (c) jakande, s ger olikheten g, <
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10-(g,+€,) att U ocksa maste uppfylla villkoret U(6)-U(2) > 0,1-(U(2)-
U(1)), ndgot som naturligtvis i ndgon man inskrénker valet av priser.

Om vi direfter betraktar de valda sannolikheterna, s kan vi sétta
Ev(A) = V(1),

Ey(B) = a-V(0)+b-V(1)+(1-a-b)-V(5),

E(C) = b-V(0)+(1-b)-V(1), och

Ey(D) = (a+b)-V(0)+(1-a-b)-V(5).

Hir 4r 0 < a, b < 1 och a+b < 1. Vidare 4r a och b valda s att E\(A)
> Ey(B) omm E(C) > Ey(D).

Detta ger

EV(AC) = b-V(1)+(1-b)-V(2),

Ey(AD) = (a+b)-V(1)+(1-a-b)-V(6),

E\(BC) = ab-V(0)+(a(1-b)+b%)-V(1)+b(1-b)-V(2)+b(1-a-b)-V(5)+
(1-b)(1-a—b)-V(6), och

Ey(BD) = a(a+b)-V(0)+b(a+b)-V(1)+(2a+b)(1-a-b)-V(5)+
b(1-a-b)-V(6)+(1-a-b)>V(10).

D4 fér vi

E\(AD) > Ey(AC) omm (1-a-b)-g,+(1-a-b)-€, — a-€, > 0;

E(AD) > E(BC) omm ab - ab-g, + (b—2ab-b?)-e, — ab-g, -
(b+ab-b*)-g, > 0, och

Ey(AD) > E\(BD) omm a(a+b) — (1-2a-2b+3ab+2a’+b%)-¢,—
(2a%+2ab-a)-€, - (a+b-ab-b>)-g, — (a+b—ab—b?)-€, > 0.

Vi ser alltsd att olikheten (1-a-b)-(e,+¢;) — a-€, > O inskrinker de
mojliga valen av a och b, om vi dnskar ett jakande svar pa friga (c)
ovan, ty dd méste vi ha 4(1-a-b) > a. Detta innebir att om a ir som
i avsnitt 1 ovan, dvs a =0,01, s& miste vi ha b < 0,9875. M a o duger
dd néstan alla virden pa b. Olikheten ovan ger alltsd i de intressanta
fallen inte upphov till alltfor stora inskridnkningar. Om vi i stillet njer
oss med att besvara friga (b) jakande, s& giller det for alla tal a, b
som uppfyller de grundliggande villkoren ovan att det finns tal
€,,...,€, shdana att olikheterna E,(AD) > E,(AC), E,(AD) > E\(BC)
och E(AD) > E\(BD) giller. Sammantaget ser vi alltsd att resultatet
i avsnitt 3 inte i niigon storre utstrickning dr beroende av de ansatta
sannolikheterna.
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